10.17 Kriterien fiir Positiv-Definitheit

77777

Satz: Fiir jede reelle symmetrische n x n-Matrix A = (aij)ijzl ,, sind dquivalent:

(a) Die Matrix A ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(c) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A = BT B.

e) Es existiert eine invertierbare symmetrische Matrix C' mit A = CTC = C%

)
)
(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A = RTR.
)
)

(
(f) Die Determinante der Matrix Ay := (aij)i,j: . 1st positiv fir jedes 1 <k < n.
(Hauptminorenkriterium)

-----

Rew, . Cd) \—”JB . (<) <g (e)
N
N B e

Ve R0y, buzp

< -1
JF.M&zeJQ ooz b QA < ( ):'QAK
JA&(:. )cTBTEK: (&!J-‘Zﬁk)>o

2wl el . La) Alex= S P - U S W
()| Ads (o) ey e r - TN >0 (= Ve > o ()




= Q
2
mbiede, . DA=QLAQD = & T

-0 @R = E) A Coand
=Rl @R = () :

C@:_,j@) Al Chea u,
\/\:.O\/l
M= s g - _’EV:o A\,\_I ["“%

cﬁ)ﬁ@J Apody
e, () .

. wl At (A >0 Notki iy ) o Au ., omictle
-— — 1 “e)
V xclga) :L-GC/IA[(JZ/Z JA{LK B ioodode & A:& R L C, (g f)}
v
O (@T/@ AV T, X
:éCAC ( (% « J\o 1) =
= ’QQ {‘«DM T w W~y
= (‘“““ A wel L el
R (o) =(b) - A, Ao LN
I\,.-l o wer :l\“‘l oY
e By Qe Ay poiki 4 D-.:( "‘)qDC/acD N )(I )( 1)
A Yagbor i yeiry a (i“f J e W (—T- e re(gz
- O
= ad (4 )= O bidp 4, e Do

= . - (bc/m@) 24 ()% d (o) kB >0
g-= (- 2 >0 e zm-@/
r’= DCACb £ A=Ehc) (E“‘CJ S ogd



Beispiel: Die Hauptminoren der reellen symmetrischen Matrix

A=

— = Q
—Q =
Q = =

sind a und a®* — 1 = (a —1)(a+ 1) und a*® — 3a + 2 = (a — 1)*(a + 2); daher ist die Matrix positiv definit
genau dann, wenn a > 1 ist. Im Fall a = 2 gilt zum Beispiel:
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10.18 Singuliarwertzerlegung A E

n t

In den Abschnitten 3.8, 8.3, 10.7, 10.10, 10.14, 10.17 haben wir schon verschiedene Matrixzerlegungen
— - — —_ —_— —_—

kennengelernt. Eine weitere ist:

Satz: Fiir jede reelle m x n-Matrix A vom Rang r existieren eine orthogonale m x m-Matrix @), eine

orthogonale n x n-Matrix R, und eine m x n-Matrix der Form

01

D =

o

fiir reelle Zahlen o1 > ... > 0, > 0 und allen iibrigen Eintragen 0, so dass gilt

A = QDR.

Dabei sind die Zahlen o7, . .., g, durch A eindeutig bestimmt. Genauer sind o7, ..., 02 genau die von Null

verschiedenen Eigenwerte VOH(ATA; mit Vielfachheiten.

Definition: Die Zahlen o, ..., 0, heissen die Singuldrwerte von A.

Tipp: Vergleiche mit der LR-Zerlegung aus §3.8 und der QR-Zerlegung aus §10.10.
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Beispiel: Die Matrix ((2) g) hat die Singularwertzerlegung

a=(23)-L(2 1n
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Beispiel: Fiir jedes x € R sind die Singulédrwerte der Matrix (é 915) gleich

Vi@t /2T ).

Fiir |z| — oo verhalten sie sich asymptotisch wie |x| und |z|~!, wihrend die Faktoren @ und R der
Smgularwertzerlegung in dem Kompaktum O(n) bleiben. -~ (%) —1 oo N2
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